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Tout le monde sait que le discriminant d’un polynome P en une variable s’annule si et 
seulement si ce polynome a des racines multiples. Une autre propriete du discriminant est un 
peu moins connue: si P est un polynome a coefficients reels de degrb d alors son nombre 
de racines reelles est congru i d modulo 4 quand son discriminant est positif, et a d - 2 
quand il est negatif. Ceci est a relier au fait que le discriminant de P est aussi le discrim- 
inant de la forme quadratique dite de Hermite ou de Sylvester, dont la signature compte le 
nombre de racines reelles de P (14, 6.2.4, 3, Example 10, p.17, 61). Nous entendons par 
signature la difference entre le nombre de carres avec coefficients positifs et le nombre de 
car& avec coefficients negatifs. 
Notre but ici est d’avoir un analogue de cette propriete du discriminant pour un mor- 
phisme regulier de varietts algebriques reelles affines. Soit @ : W + V un tel morphisme, 
avec V irreductible. On sait que la caracteristique d’Euler-Poincare des fibres de @ est 
generiquement constante modulo 2, il suffit pour s’en apercevoir de complexifier la situation 
(voir par exemple une utilisation de ceci dans [ 1, Lemma 0.21). Gtneriquement veut dire, 
ici et plus tard, “en dehors d’un sous-ensemble algtbrique propre de V”. Ainsi on dira que 
deux sous-ensembles de V sont generiquement egaux, ce que l’on notera =sen, quand leur 
difference symttrique est contenue dans un sous-ensemble algtbrique propre de V. 
Une fraction ratiomrelle 6a sur V sera appelee un discriminant de Q s’il existe 
EE (0, 1,2,3} tel que 
{xc V; &&)>O} =sen (x6 V; X(V’(x))=s(mod4)} 
{xEV; &(x)<O} =gen {xEV; X(@‘-‘(X))=& +2(mod4)}. 
Autrement dit, le signe du discriminant & determine gentriquement la caracttristique 
d’Euler-Poincare des fibres de Cp modulo 4. Ainsi defini, le discriminant de a, s’il existe, 
n’est pas unique. 11 le devient si on le considere dans le quotient du groupe multiplicatif du 
corps de fractions lQ( V) par le sous-groupe des elements qui ont un signe generiquement 
constant sur V, C.-a-d. des elements de la forme ZIZ une somme de carres d’apres le 17eme 
probleme de Hilbert. 
Le resultat unique de cette note est l’existence d’un tel discriminant. 
TH~OR~ME 1. Soit W et V deux vari&s algkbriques rkelles afines, V &ant irkductible. 
Soit @ : W + V un morphisme rdgulier. I1 existe un discriminant 6~ dans le corps de 
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fractions R(V), dont le signe dhermine g6nCriquement la caractPristique d’Euler-Poincard 
des fibres de @ mod&o 4. 
L’idee de la demonstration est simple. C’est de fabriquer le discriminant comme dis- 
criminant d’une for-me quadratique dont la signature compte generiquement la caracteristique 
d’Euler-Poincare des fibres. La methode de calcul de la caracteristique d’Euler-Poincare 
d’une variete algebrique reelle par la signature d’une forme quadratique vient de Szafraniec 
[13]. Elle utilise la theorie de Morse. La construction que nous faisons ne correspond pas ex- 
actement dans le detail a celle de Szafraniec. Etant donne un sous-ensemble algebrique lisse 
de R” et un point aE R” tel que la restriction a A4 de la fonction w definie par o(z)= llz-a11* 
soit de Morse, nous construisons un polynome H dont le signe en chaque point critique de 
w]M est -1 a la puissance l’indice de ce point critique. 
Dans tout ce qui suit, on supposera sans perte de generalite que V est un sous-ensemble 
algtbrique de [WP, que W est un sous-ensemble algebrique de V x R”, et que @ est la 
restriction a W de la projection V x R n -+ l! Dans cette situation on notera le discriminant 6~ 
plutot que &. On designera par S, c IF!” la fibre d’un sous-ensemble S de V x IX” au-dessus 
de x E V. On pourra aussi considher les complexifications VC c CP et IV@ c VC x C”. On 
notera z = (zr , . . . ,z,,) les coordonnees dans ET’, et I( IV) l’idlal de W dans l’anneau R[ V][z] 
des fonctions polynomiales sur V x R”. 
La cl6 de l’utilisation des formes quadratiques vient de l’examen de ce qui se passe quand 
les fibres sont generiquement de dimension 0: on suppose que, generiquement en X, (IV@), 
est fini. Soit A l’algebre sur le corps de fractions rationnelles R(V) quotient de R(V)[z] 
par l’ideal I( W)R( V)[z]. 11 est clair que A est une R( V)-algebre finie. Soit H une fonction 
polynomiale sur W telle que, generiquement sur V, H ne s’annule en aucun point de ( WC)x. 
On designera encore par H son image dans A. Soit Q la forme quadratique sur A definie 
par Q(f) - trace(Hf*). 
LEMME 2. Le signe du discriminant 6(x) de Q ditermine gthkiquement mod&o 4 la 
d@krence ntre le nombre d’&!ments de K oti H >O et le nombre d’t%ments de @ oti 
H < 0. En particulier, pour H = 1, le discriminant de Q est un discriminant de la projection 
de W sur V. 
Dgmonstration. Le discriminant de Q est un element de R(V), defini a un facteur car& 
pres. On peut supposer ME R[V]. La R( V)-algebre finie A est reduite puisque c’est un 
amreau de fractions de l’anneau des fonctions polynomiales sur W. C’est un produit fini de 
corps extensions finies de R(V), et l’hypothese faite sur H montre que son image dans A 
est inversible. De ceci on deduit que la forme quadratique Q est non dtgtneree, et done que 
son discriminant 6 est non nul dans R[V]. 
Choisissons maintenant x E V tel que (WC), soit fini. Soit A, la R-algbbre finie quotient 
de lR[z] par l’image de Z(W) par le morphisme R[ V][z] --f R[z] d’tvaluation en x. Soit QX la 
forme quadratique sur A, definie par Qr(f) = trace(H(x, .)f*). 11 est connu que la signature 
de la forme quadratique Qx compte la difference entre le nombre d’tlements de K oh H > 0 
et le nombre d’tlements de K oti H <O, c’est une generalisation de la mtthode de Hermite- 
Sylvester pour compter le nombre de racines reelles d’un polynome (voir [2, lo]). On aura 
alors la conclusion du lemme dbs que l’on saura que 6(x) est gtnCriquement le discriminant 
de la forme QX. 
Pour se convaincre de ce demier fait, on peut examiner la mtthode de calcul de Q 
a partir d’un systeme genlrateur de Z(W), en utilisant les bases de Griibner (voir [lo]). 
On calcule une base de Griibner de l’idtal I( W)R(V)[z] pour un ordre choisi sur les 
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monomes en z. Ceci now foumit une base de l’algebre A sur R(V), formee de monomes 
en z (les monomes sous l’escalier), et aussi la table de multiplication de l’algebre A dans 
cette base. A partir de cette table de multiplication on calcule la matrice a coefficients dans 
R(V) de la forme quadratique Q dans la base de monomes, et 6 est le determinant de cette 
matrice. Tous les calculs sont des calculs avec des polynomes sur R(V). Done si l’on choisit 
x E V de telle sorte que les scalaires non nuls de R(V) en nombre fini qui apparaissent dans 
ces calculs soient tous definis en x et ne s’y annulent pas, alors ces calculs se specialisent 
en x : les mtmes monomes en z forment une base de l’algebre A, sur R, la matrice de Qr 
est l’evaluation en x de celle de Q, et son determinant est 6(x). [II 
Nous aurons besoin de la notion d’entrelacs dans la demonstration qui suit. Soit Z un 
ensemble algebrique reel compact, et soit S un sous-ensemble semi-algebrique ferme de Z. 
Soit h une fonction semi-algebrique continue positive ou nulle, telle que S =h-‘(0). On 
pose lk(S, Z) = h-‘(a), pour E > 0 suffisamment petit, et on appelle lk(S,Z) Z’entrelacs de 
S dans Z. Cet entrelacs ne depend pas (a homeomorphisme semi-algtbrique pres) du choix 
de E pourvu qu’il soit suffisamment petit, ni du choix de la fonction semi-algebrique h. Par 
ailleurs, h-‘( [0, E]) se retracte par deformation sur S, et Z\S se retracte par deformation 
sur h-‘([c, +cx)[). Ces faits resultent immediatement de la possibilite de trianguler semi- 
algtbriquement la fonction h [1 11, et, pour la non dependance du choix de h, de l’unicite 
des triangulations semi-algebriques [ 121. Ceci nous donne l’egalite 
x(Z) = X(S) + x(Z\S) - X(lk(XZ)). (1‘) 
Si S est un sous-ensemble algebrique de Z qui contient les points singuliers de Z, on 
peut prendre pour h une fonction polynomiale sur Z, et alors pour E>O suffisamment petit 
h-‘( [e, +co[) est une variete compacte a bord lk(S, Z). D’apres ce qu’on vient de dire et la 
dualitt de Lefschetz, on a 
x(Z\S) - X(lk(S,Z)) = (- 1 ldimZ xV\O (2’) 
D&nonstration du thCorPme. On Ctablit le theoreme par recurrence sur d = dim W-dim V. 
Le cas d = 0 est regle par le lemme. On suppose maintenant d >O, et le resultat Ctabli pour 
tous les cas ou la difference de dimension est strictement plus petite que d. On procede tout 
d’abord a une serie de reductions. 
Soit W = Ui K la decomposition de W en ses composantes irreductibles. Qume h enlever 
a V un sous-ensemble algebrique propre, on peut supposer que la restriction de la projection 
a chaque & est dominante (C.-i-d. que la cloture de Zariski de l’image de fl est egale a 
V). On peut aussi supposer que V est lisse, ainsi que son complexifie V’. 
Soit f,(x,z), . . . , fp(x,z) un systeme generateur de l’ideal I(W). Soit JI > Z( W) l’idtal de 
la reunion des composantes K telles que dim I+$ < dim V + d. Posons k = n - d, et soit Jz 
l’ideal engendre par Z(W) et tous les determinants jacobiens 
D(J,,...,J;,) 
D(zjl,...,zji) 
pour l<ii < “. < ik<p, l<j[ < “. <jk<n. 
Soit J =-II n J2. L’ensemble algebrique B c W des zeros de J vtrifie dim B < dim V + d. 
Soit h(x, z) la somme des canes de polynomes engendrant J. On a B = h-‘(O). Posons 
u = {(x,2, t)E v x w+‘; fi(x,z) = ... = ,fp(x,z)=O, h(x,z)t= 1). 
Soit S” la sphere standard dans lY+‘, et soit 0 : R” + S” l’inverse de la projection sttreo- 
graphique de centre P = (0,. . , 0,l). Soit 
w=(Idv x a)(W)u(V x {I’}) C=(IdV x a)(B)u(V x {P}). 
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On a defini ainsi deux sous-ensembles algebriques C c W de V x S”, et w\C est bireguliere- 
ment isomorphe a U au dessus de V. De plus, pour tout XE V, la fibre rX est compacte, et 
U, est lisse de dimension d (ou vide). Mieux mime, l’ensemble algtbrique U’ c V’ x Cnf’, 
qui est don& par les memes equations 
fi(x,z)=‘..=fp(x,z)=o, h(x,z)t=l 
est lisse, et la restriction a Uc de la projection sur V@ est une submersion. 
On a, par la formule (1) pour les entrelacs 
I = x(-G) + x(Q) - x(lk(Lw,)) 
et par la formule (2) 
x(&) - UG,~))=(-l)d~(U,). 
Avec (3) et (4), on obtient 
X(W,)=X(w+(-lYX(G). 
Par ailleurs, comme TX = G( I+$) U {P}, on a d’aprbs (1) 





Puisque V est irreductible on sait par [5] que x(lk(P,FX)) est gCnCriquement constant mod- 
~104. En tenant compte de ce fait et en comparant (5) et (6), on voit que 
X(w,) - X(G) - (-l)dX(w 
est gentriquement constant modulo 4. Comme dim C < dim V + d, on peut lui appliquer 
l’hypothcse de recurrence (pour la projection sur V). I1 existe une fraction ratiomrelle 6~ 
sur V telle que le signe de &(x) determine generiquement x(X,) modulo4. Supposons qu’il 
existe une fraction rationnelle 6~ sur V telle que le signe de &J(X) determine generiquement 
x( U,) modulo 4. Alors on peut poser 6~ = &6~, et on voit que le signe de &V(X) determine 
bien generiquement x( W,) modulo 4. 
11 suffit done de s’interesser a ce qui se passe pour U. En fait, ceci montre que l’on peut 
se reduire au cas ou le complexifie WC c V’ x C” est lisse de dimension dim V + d, et oti 
la restriction de la projection sur V’ est une submersion. Ceci veut dire qu’en tout point 
(x,z) de WC au moins un des determinants jacobiens 
Wj,,...,Zj,) 
pour 1 Gil < . . . < ik<p, ldjl < ‘.. <jk<n 
est non nul. On peut alors calculer x( I+$:) en utilisant la thtorie de Morse. 
Soit z un point de K. Soit Zc{l,...,p} et JC{l,...,n} deux familles de k indices 
telles que le determinant jacobien, que l’on notera D(fr)/D(z~), ne s’annule pas en (x,z). 
On obtient un systeme de coordonnees au voisinage de z sur I$$ en prenant u;. = z~ pour 
LG{l,..., n}\J. Si g est une fonction differentiable sur R”, un petit calcul montre que 
(7) 
pour z’ proche de z sur K. On notera ai,j.(g)=D(fi,g)/D(zJ,zA). 
Soit a~ IR” et posons W(Z) = ]Iz - ~11~. D’ a p r&s l’egalite (7) ci-dessus, le point z de K 
est critique pour la restriction de o a K si et seulement si tous les determinants jacobiens 
D(.h,...,.h~,o> 
D(zj, '..Jjk,Zjk+l ) 
pour l<il < ‘.’ < ik<p, l<jl < ... < jk+l<n 
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s’ammlent en z. Soit z un point critique de w sur W,. En reprenant les notations precedentes, 
et en supposant que D(fi )/D(zJ )(x, z) # 0, on constate, toujours a l’aide de l’egalite (7), que 
11 s’ensuit que z est un point critique non degenere si et seulement s’il existe deux familles 
de k indices I entre 1 et p et J entre 1 et n telles que la matrice symetrique de taille d x d 
de coefficients 
A:,,(A:,,,(w>> pour APE{~,...~~)\J 
est non degeneree en (x,z). Notons Hj(x,z) le determinant de cette matrice. La parite de 
l’indice de ce point critique non degenere est determinee par le signe de $(x,z) : l’indice 
est pair si et seulement si (- 1 )dH:(~, z) > 0. Posons H = (- 1 )d C,,J Hi, oh I et J decrivent 
toutes les sous-familles a k elements de { 1,. . . , p} et { 1,. . , n} respectivement. De la m&me 
facon l’indice sera pair si et seulement si H(x, z) > 0. Si o est une fonction de Morse sur 
K, la theorie de Morse nous dit que la caracteristique d’Euler-Poincare x( W,) est egale a 
la difference entre le nombre de solutions reelles du systeme d’equations 




ldi, < ... < ik<p 
D(zj, >'. . Jjk,zjk+, ) 1 <ji < . < jk+l <n 
ou H >O et le nombre de solutions reelles ou H ~0. 
Pour tout XE V, l’ensemble des a tels qu’il n’y ait qu’un nombre fini de solutions com- 
plexes du sysdme (8), et qu’en chacune de ces solutions on ait H # 0, est un sous-ensemble 
semi-algebrique dense de R” (on peut regarder [8,3]). Done on peut choisir a~ R” tel que, 
gtntriquement en x, le systeme (8) a un nombre fini de solutions complexes et en chacune 
de ces solutions on a H(x) # 0. Alors le lemme nous donne 6~, dont le signe determine 
gtntriquement x( @) modulo 4. n 
Un sous-ensemble semi-algebrique S de V est dit principal s’il existe une fonction poly- 
nomiale f sur V telle que S = {xE V; f(x)>O}. U n sous-ensemble T semi-algebrique de 
V est dit essentiellement algtbrique quand la difference entre la cloture de Zariski de T et 
T est de dimension strictement plus petite que celle de T, ou quand T est vide. 
COROLLA~RE 3. Soit @ : W + V un morphisme rtgulier de variktb algkbriques rkelles 
afines, avec V irreductible. Soit EE{O, l} tel que g6ntkiquement x(@-‘(x)) = a(mod2). 
Alors les ensembles 
Cc = {xc V; x(@‘-‘(x))=s(mod4)} 
Ci = {xgK ~(~a-‘(x))=a+2(mod4)} 
son t gtndriquemen t principaux. 
Si V est lisse, alors l’intersection des adhPrences des intirieurs de Co et de Cl est 
essentiellement algebrique. 
Dimonstration. La premiere partie du corollaire est une consequence immediate du 
theoreme. 
La deuxieme partie est une consequence de la premiere. Notons r l’intersection 
des adherences des interieurs de Co et de Ci. On remarque que IY est un sous-ensemble 
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semi-algebrique partout de codimension 1 dans V, et qu’il est inchange si on remplace Co et 
Ci par des sous-ensembles qui leur sont generiquement Cgaux. On considere une triangulation 
semi-algebrique de V compatible avec Co et Ci et telle que 6~ garde un signe constant sur 
l’image de chaque simplexe ouvert de la triangulation. On peut supposer de plus que l’image 
de chaque simplexe ouvert est une sous-variete de Nash de V. L’image rr d’un simplexe de 
dimension dim V - 1 est dans r‘ si et seulement si 6~ change de signe en traversant 0, et 
dans ce cas 6~ sera d’ordre impair dans la valuation discrete de rang 1 dont le centre est la 
cloture de Zariski OZ. Alors, si r est l’image d’un autre simplexe de dimension dim V - 1 
et si r c 6Z, 6a changera aussi de signe en traversant r et on aura r c r, ce qui montre que 
IY est essentiellement algtbrique. q 
Nous pouvons donner un petit exemple. 11 n’existe par de morphisme regulier Cp : W -+ R2 
tel que la fibre V’(x) soit generiquement une 2-sphere quand x est dans le premier quad- 
rant, et generiquement un 2-tore quand x est dans les trois autres quadrants. Ceci est une 
consequence immediate du corollaire, car le premier quadrant n’est pas principal. 
Ce que nous avons fait est lie aux fonctions algibriquement constructibles recemment 
introduites par McCrory et Part&ski [7], pour des problbmes de topologie des ensem- 
bles algebriques reels. Une fonction algebriquement constructible sur la variett algtbrique 
reelle V est une combinaison lineaire a coefficients entiers de fonctions donnant la car- 
acteristique d’Euler Poincare des fibres d’un morphisme regulier propre a: W t V. Ces 
fonctions forment une sous-classe interessante des fonctions constructibles dans le contexte 
semi-algebrique. 
Les fonctions algebriquement constructibles sont generiquement egales a la signature 
d’une forme quadratique a coefficients polynomiaux, et leur valeur modulo 4 est generique- 
ment determinee par le signe du discriminant d’une telle forme quadratique. Cette affirmation 
peut etre demontree en utilisant ce qui a tte fait ici. Le seul point qui pose probleme est 
que l’on a utilise dans la demonstration du theoreme 1 la Constance generique modulo 4 
de X(lk(P, W,)), alors qu’il faudrait s’assurer que cette caracteristique est generiquement 
donnte par la signature d’une forme quadratique. 11 suffit de remarquer que lk(P, rX) coincide 
generiquement en x avec la fibre d’un morphisme regulier de but V. On conclut ensuite par 
recurrence sur la difference de dimension dim W - dim V. 
Justifions l’affirmation que lk(P,w,) est gentriquement la fibre d’un morphisme regulier. 
I1 existe une fonction semi-algebrique positive (a priori non continue) p : V + R telle que, 
pour tout XE V et tout r<p(x), l’intersection de la sphere S”(P,r) avec FY est semi- 
algebriquement homeomorphe a lk(P, W,). La fonction p est continue en dehors d’un sous- 
ensemble algtbrique propre 2 de V. Soit cp une fonction polynomiale positive ou nulle sur 
V telle que cp-‘(0) = Z. D’apres I’inegalite de tojasiewicz, on peut trouver un entier posi- 
tif q et une fonction polynomiale $ sur V tels que (p4 d It/p sur V [4]. Alors, si x r$Z, 
l’entrelacs lk(P, W,) est semi-algebriquement homeomorphe a la fibre de la projection sur V 
de l’ensemble algbbrique 
Wn{(X,y)Evx w+’ ; IIY - ~l12’w = (P(x)2ql. 
En diagonalisant les formes quadratiques sur le corps de fractions R(V), on obtient qu’une 
fonction algebriquement constructible est gtneriquement une combinaison lineaire a coeffi- 
cients entiers de fonctions x H signe(f(x)) a valeurs dans {-l,O,l}, oh f ER[V]. De la, 
il n’est pas difficile de voir qu’il y a en fait identitt entre les fonctions algebriquement 
constructibles et les combinaisons lineaires a coefficients entiers de signes de fonctions 
polynomes. Ce rtsultat est aussi demontre dans [9]. 
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